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Resumo: O estudo e modelagem de sistemas através de equacdes diferenciais é de
extrema importancia para a Engenharia e ciéncia no geral. Visando servir como base
introdutéria para esta area, neste trabalho o comportamento de um péndulo simples
foi estudado, equacionado e simulado com sucesso. Foram testadas diferentes
abordagens para a mesma equacao, desde o caso mais simples, onde foi empregada
uma técnica de linearizacdo para tornar a equacao analiticamente resolvivel no
dominio do tempo, porém com a restricdo de que sdo contemplados com precisdo
apenas angulos pequenos. Com um  prototipo foi possivel estudar até qual angulo
esta equacéo linearizada ainda é precisa. Visando tornar a equag¢ao mais proxima do
comportamento real do péndulo, tornando-a eficaz também para angulos maiores, o
software Scilab foi utilizado para simular a equacdo, e com base nos resultados
obtidos, uma comparacéo foi feita com os resultados provenientes de ensaios feitos

com o protétipo. Na préxima etapa, buscou-se envolver a resisténcia do ar na equacao
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diferencial, para que o amortecimento observado no péndulo real fosse simulado na
equacao e entdo, visando aproximar empiricamente o coeficiente de amortecimento
gue melhor ajustava a equacao simulada foi utilizado o software de anélise de dados

por video Tracker.

Palavras—chave: Scilab. Tracker. Amortecimento. Linearizacdo. Sistema.

Abstract: The study and modeling of systems through differential equations is
extremely important for Engineering and science in general. In order to serve as an
introductory basis for this area, in this work the behavior of a simple pendulum was
studied, mathematically modelled and simulated successfully. Different approaches
were tested for the pendulum behavior model, from the simplest case, where a
linearization technique was employed to make the equation analytically solvable in the
time domain, but with the constraint of only accurately contemplating small angles.
With the prototype it was possible to study to what angle this linearized equation is still
precise. Aiming to make the equation closer to the actual behavior of the pendulum,
making it effective also at larger angles, the Scilab software was used to simulate the
equation, and based on the results obtained, a comparison was made with the results
from tests done with the prototype. In the next step, it was sought to involve the air
resistance in the differential equation, so that the damping observed in the real
pendulum was simulated in the equation and then, in order to approach empirically the
coefficient of drag that best fit the simulated equation was used an analysis software

Video Data Tracker.

Keywords: Scilab. Tracker. Damping. Linearization. System.

INTRODUCAO

Um péndulo é um sistema em que uma massa € suspensa em um fio que, por
sua vez, é acoplado a um ponto fixo de uma superficie, permitindo a movimentacgao
livre da massa a mercé das leis da gravidade. Existem varios tipos de péndulos

estudados por fisicos — como péndulo de Foucault, cbnico, fisico, entre outros —
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entretanto o tipo de péndulo que sera utilizado neste trabalho sera o péndulo simples,
em que a massa pode ser capaz de realizar um movimento linear (ARNOLD, 2011).

Esse movimento leva em consideracdo, basicamente, o periodo (T), que é o
intervalo de tempo no qual o péndulo leva para completar a trajetoria, em que retorna
ao ponto de onde o mesmo partiu no inicio, jA que seu movimento é considerado
periddico.

Algumas de suas aplicacfes sdo: em estudos do movimento oscilatério e da
forca peso, na determinacéo da aceleracao da gravidade da Terra, além de permitir a
possivel observacdo da influéncia das fases da Lua na variacdo do campo
gravitacional da Terra e nas marés terrestres (ALBARELLO, 2013).

Portanto, levando em consideracdo tudo isso, este trabalho visa o estudo e
modelagem de um péndulo simples, através de comparacdes e testes realizados com
diferentes abordagens para um equacionamento diferencial do comportamento do
péndulo. Os objetivos almejados sao:

e O estudo do modelo ideal de um péndulo (no qual se considera um
movimento sem perdas);

e Linearizar o0 modelo, resolver analiticamente para o dominio do tempo e
verificar até qual situacdo o modelo linearizado ainda € preciso.

e Estudar a modelagem de um péndulo real com a adicdo de um coeficiente
de amortecimento para aproximar o modelo do comportamento real do
péndulo.

A linearizacdo de um processo é muito importante, ja que com ela torna-se
possivel encontrar a solu¢cdo da equacédo através da Transformada de Laplace, por
exemplo. A equacéo linearizada possibilita uma maior facilidade no processo de
definicdo dos parametros envolvidos na equacdo (MARCUZZO, 2014). Para realizar
esse processo, pode-se fazer uma mudanca ou aproximacao de alguma parcela ou
parte da equacado que caracteriza a néo linearidade, como sera feito neste trabalho.

Em relacdo ao coeficiente de amortecimento, este diz respeito aos efeitos da
resisténcia do ar sobre as pecas do péndulo, fazendo com que 0 mesmo pare seu
movimento depois de um determinado tempo (ARNOLD, 2011). Isto faz com que seja
possivel representar uma melhor aproximac¢do com o movimento do péndulo simples

em situagdes reais de aplicacao.
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Para o desenvolvimento do projeto foi construido um protétipo de um péndulo
simples, além da utilizacao de dois softwares: o Scilab (para simular numericamente
0s modelos estudados e obter respostas gréaficas) e o Tracker (para fazer a anélise
grafica em video do movimento realizado pelo prot6tipo desenvolvido), esses dois

softwares serdo tratados melhor ao longo do desenvolvimento do artigo.

MODELAGEM DE UM PENDULO SIMPLES IDEAL

Antes de comecar a explicacdo da modelagem do péndulo em si, é necessario
o entendimento da Segunda Lei de Newton para sistemas rotativos, jA que o
movimento de um péndulo simples é baseado em uma rotacdo em torno de um eixo,
sendo possivel aplicar o conceito de sistema rotativo explicado por Newton.

Segundo Oliveira (2016), a férmula que modela matematicamente um sistema
rotativo é:

Yt =la (1)

em que,
7. Rotac&o ocasionada por uma forca (torque)
I: Resisténcia a rotacdo de um corpo (momento de inércia)

a: Aceleragao angular

Sendo o torque:
T=Fd (2)
em que,
F: forca
d: deslocamento

E o momento de inércia:
I = mr? (3)
em que,
m: massa

r: distancia ao eixo de rotacao
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Portanto, o torque resultante € igual ao momento de inércia do corpo em relagéo
a um eixo, multiplicado pela sua aceleragdo angular (OLIVEIRA, 2016). Com o
entendimento dessa equacdo, € possivel comecar a estudar a modelagem do
comportamento do péndulo.

A Figura 1 mostra um péndulo simples ideal, isto €, possuindo as seguintes
caracteristicas: fio inextensivel, inflexivel e de massa nula, movimento estritamente
bidimensional, auséncia de forgas resistivas, sem trepidacdes do suporte que sustenta
0 péndulo.

Figura 1 — Péndulo Simples.

Péndulo simples

T (forga de tragdo do fio)

m (massa da esfera)

p (forga peso da esfera)

Py =mgsene
Py = mg cos @

Fonte: ALBARELLO (2013).

Tratando-se ainda da Figura 1, o fio de comprimento L, suporta em sua
extremidade um corpo de massa m. A posicao 0 indica o eixo de referéncia da haste,
enguanto @ indica o angulo formado entre a posicao atual da haste e o eixo principal,
no qual @ vale zero.

Dentre as for¢as atuantes no péndulo, ha a forca de tracdo exercida na haste,
denominada de Ft. H& também a forca Peso, identificada como P, definida pelo
produto da massa m pela aceleracdo da gravidade g. Ao tracar eixos de um plano
cartesiano de modo que Ft seja sobreposto ao eixo y, e consequentemente

perpendicular ao eixo x, pode-se decompor a forca P nos eixos x e y, sendo:
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Emx: Px = mgseno (4)
Emy: _P_j = mgcos6 (5)

E conhecido que em um sistema em equilibrio, a soma das forcas tem que ser

igual a zero, portanto a for¢ca de Tracdo Ft cancela-se com a forca peso no eixo vy,
restando apenas a componente em Xx (ALBARELLO, 2013). Aplicando estas
conclusdes a segunda Lei de Newton para Sistemas rotativos nas Equacdes (2) e (3),

respectivamente, juntamente com a equacao da aceleracao angular, sera obtido:

T = —mgsen(0)L (6)
[ = mL? )

d*0
a = E (8)

Sendo T a rotagdo ocasionada por uma forca torque, a qual é responsavel pelo
movimento periédico do péndulo, e I a resisténcia a rotagdo de um corpo, ou seja,
momento inércia. E a aceleracdo angular a, como a segunda derivada de 8 no tempo.
ApOs definir-se tais variaveis e aplica-las na Equacéo (1), obtém-se:

2
—mgsen(0)L = mLZE 9)

Na qual, apés manipulacBes algébricas, tem-se a equacado diferencial de
segunda ordem ndao linear que descreve o comportamento de um péndulo simples em
condicOes ideais (SMITH, 1998):

d?e g

el = —Zsen(e) (10)
em que,

g = aceleracdo da gravidade em m/s?;

L = comprimento do fio do pendulo em m;

6 = angulo que o pendulo forma com o zero referencial.
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A partir daqui a Equacao (10) sera referenciada também como equacédo
completa.

LINEARIZACAO DO MODELO MATEMATICO

A Equacéao (10) se trata de uma equacéo diferencial de segunda ordem né&o
linear por conta da parcela contendo o sen(f), e devido a isto, ndo € possivel
encontrar a sua solucdo analiticamente. Porém, existe uma linearizacdo possivel em
gue a equacao se comporta adequadamente apenas para angulos iniciais pequenos,
0 que possibilita sua resolugdo. Segundo Beer et al (2012), se a amplitude do
deslocamento angular € pequena o suficiente para que a aproximacdo do angulo
sen (@) = 0 seja verdadeira, entdo a equacao do movimento se reduz a equacao linear
do movimento harménico simples:

d*e g

az =L’ an

Aplicando a transformada de Laplace e passando a equacao para o dominio da
frequéncia, obtém-se:
d’e .
2z =57 6(s) —56(0) —6(0) (12)

g g
79=79006) (13)

Sendo a condic&o inicial 8(0) nula (péndulo parte do repouso), e #(0) uma
constante a qual denominaremos de a, substituindo os valores obtidos na Equacao

(11) e igualando a zero, vem:

s26(s) —sa+%9(s) =0 (14)

0(s)(s? + %) = sa (15)

06)=— g (16)
(s?+7)
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Ao voltar para o dominio do tempo a Equacao (12), tem-se a solugcédo harmonica

6(t) = acos (\/%t) a7

Verifica-se que a posicdo angular sera definida por uma funcdo periddica

simples da Equacéo (11):

cossendide de amplitude definida pelo angulo inicial e com periodo determinado pela
raiz quadrada da razédo entre a aceleracdo da gravidade e o comprimento do fio do
péndulo. Isso denota que o periodo sera constante, e esse periodo constante s6 é
preciso para angulos pequenos em um dado péndulo com fio de comprimento L e em

um campo gravitacional que exerce uma aceleracdo g no peso do péndulo.

Contudo, em diversas literaturas, como nos trabalhos de Costa et al (2012) ou
nas pesquisas de Santos e Pereira (2015), esta aproximacao linear so €é valida para
angulos pequenos. Em casos de valores de 8 maiores, a aproximacdo do modelo
torna-se invalida, visto que o erro entre a equacao encontrada e a solucao real torna-
se aparente e aumenta a medida que o tempo avanca. Portanto, no presente trabalho,
a aproximacao linearizada sera comparada com os resultados obtidos através do
protétipo desenvolvido do péndulo simples, com diferentes angulos iniciais para inferir
a validade de aplicacao desta aproximacgdo para o prototipo.

Paralelo a estes resultados, buscou-se também o desenvolvimento de um
modelo que descrevesse o comportamento nao linear e real do péndulo, para obter

uma equacao que mais se aproxime dos resultados de um péndulo real.

MODELAGEM MATEMATICA DO COMPORTAMENTO DO PENDULO REAL
CONSIDERANDO FORCA DE AMORTECIMENTO DEVIDO A RESISTENCIA DO
AR

Ao considerar um comportamento mais proximo a um péndulo real (voltando a
equacao completa), devemos considerar a resisténcia do ar e o atrito de rotacéo da
haste que fardo com que a oscilagdo do péndulo cesse apds determinado tempo,
apresentando um comportamento semelhante a um sistema amortecido (ARNOLD et
al, 2011).
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O atrito de rotacao da haste sera considerado desprezivel, porém a resisténcia
do ar pode ser considerada. Para um péndulo simples se movendo a baixas
velocidades, a forca de resisténcia do ar (amortecimento) no peso do péndulo é
definida como sendo proporcional a sua velocidade (MOHAZZABI & SHANKAR,
2017). A proporcionalidade é determinada por uma constante de amortecimento b,
dependente da forma do peso do péndulo.

deé
For = _ba (18)
Ao introduzir este novo conceito na Equacao (10), chega-se a equacao final
gue forma uma melhor aproximacdo para o comportamento real de um péndulo

simples:

A’ g do

- __9 — 19

dt? L sen(6) = b dt (19)
em que,

b = coeficiente de amortecimento em Ns/rad.

USO DO SOFTWARE SCILAB PARA SIMULACAO DA EQUACAO DIFERENCIAL
ESTUDADA

O Scilab é um software gratuito e open source voltado para computacdo
numérica. O software conta com uma linguagem de programacao de alto nivel que
permite trabalhar com diversas fungbes diferentes que envolvem simulacdes,
otimizacao, estatistica, controle de sistemas, entre diversas outras (CAMPOS FILHO,
2010).

O software sera utilizado para simular numericamente as equacdes diferenciais
gue modelam o comportamento do péndulo. E com o mesmo codigo, e utilizando
poucas alteracdes, pode-se simular a equacao diferencial linearizada, a completa e a
gue considera 0 amortecimento causado pelo ar, portanto, esta sessédo tera& como
objetivo descrever o codigo implementado no Scilab para simular as trés abordagens
para a equacao diferencial que descreve o comportamento do péndulo de modo a

obter respostas graficas.
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No Scilab, o ambiente escolhido para implementar o cédigo foi o SciNotes, que
€ um editor de textos embarcado que permite construir cddigos e roda-los com as
mesmas funcdes encontradas no ambiente Console. Na Figura 2, é apresentada a

interface do SciNotes.

Figura 2 — Interface do ambiente SciNotes para edi¢éo de texto.

= Sem nome 1 - SciNotes - a x
Arquive Editar Formatar Opges Janela Executar ?

O | =88 S ACDOD FEFL|>D &K @

Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).

A seguir, o codigo seré apresentado por blocos para tornar a explicacdo mais
precisa. A Figura 3 apresenta as linhas inicias utilizadas, que s&o todas basicamente
voltadas para definicdes de parametros iniciais ou constantes que serdo utilizadas na

equacdo diferencial ou entdo no processo humérico de resolucédo da equacao.

Figura 3 — Bloco de pardmetros iniciais.

1 |y0 = [ / 1';
2 |t = ;
3 |t0 = (t) s
4 |g = ;
5|L = ;

6 b = ;

Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).
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Na Figura 2, yO é um vetor de duas posi¢cdes que armazena na posicdo 1 o
valor inicial da funcéo de posicdo angular do péndulo 8 (em radianos), isto €, o angulo
com que o péndulo inicia as oscilagdes (6(0)), enquanto a posi¢ao 2 armazena o valor
inicial da primeira derivada desta funcdo, sendo entdo 6, interpretado como a
velocidade com que o péndulo se movimenta, portanto seu valor inicial em qualquer
teste é dado como nulo pois o péndulo sempre parte do repouso (8(0) = 0). Na
segunda linha, t € o intervalo numérico que sera utilizado no processo de resolucao
da equacao diferencial, sendo estruturado como “inicio:resolugao:fim;”, enquanto t0 é
o valor de tempo inicial, definido sempre como o0 minimo valor encontrado no intervalo
t (fazendo uso da funcédo min()). Os préximos trés itens sdo valores constantes que
serdo utilizados na equacgdo diferencial quando aplicavel, sendo na ordem, a
aceleracao da gravidade g, o comprimento do fio L e o coeficiente de amortecimento
b.

O proximo bloco contempla o uso da funcéo function que permite implementar
uma equacéao diferencial de ordem superior utilizando um sistema de equacdes
diferenciais de primeira ordem. A Figura 4 mostra um exemplo de implementacgao para
0 caso da equacdo linearizada, ja a Figura 5 mostra as outras formas da equacéo que
foram utilizadas ao longo dos testes, sendo estas, a equacdo completa em (a) e a
equacgao completa com a parcela da forca de amortecimento em (b). Nota-se que para
simular diferentes casos da equacgédo do péndulo, basta fazer alteragdes simples na

linha de cddigo.

Figura 4 — Uso da funcéo function para implementar a equacao diferencial do péndulo como um
sistema de duas equacdes diferenciais de primeira ordem

1 |[function dy = Pendulo (t,y)

dy (1) =y (2);
dy (2) = -(g/L)*y(1);

Gy o W N

endfunction
y = (y0,t0, t,Pendulo)

'_I
N

Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).
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Figura 5 — Alteragao no cddigo da equacéo linearizada para torna-la completa (a) e depois para

envolver o amortecimento devido ao ar (b).
function dy = Pendulo(t,y)

dy (1) = y(2);
dy (2) = -(g/L)* (y(1));

o 0o W N

endfunction
y = (y0,t0,t,Pendulo)

(@)

function dy = Pendulo (t,y)

=
=

dy (1) = y(2);
dy(2) = -(g/L)* (y(1)) = b*y(2);

S o= W N

endfunction
14|y = (y0,t0,t,Pendulo)

(b)
Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).

A funcédo function do Scilab interpreta equacodes diferenciais no formato de
sistemas. O numero de equacdes diferenciais de primeira ordem deste sistema sera
igual a ordem da equacéo diferencial original. Para exemplificar matematicamente
como realizar esta conversdo, sera tomado como exemplo a equacao diferencial
linearizada para o péndulo:

a6 g
Pre3 + 29 =0 (20)

Para utilizar a notacdo de sistema, uma variavel auxiliar devera ser levada em
consideracdo. Essa variavel serd chamada de a. Esta nova variavel auxiliar devera
ser igualada a primeira derivada da funcao original, e como consequéncia, a primeira

derivada de a sera a segunda derivada da funcao original @:

do
ac ¢ (21)
da g
—_<Z 22
—=70 (22)
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As Equacodes (21) e (22) representam a Equacao (20). Esta mesma ideia foi
utilizada no cédigo. Nas Figuras 4 e 5, percebe-se que y(1) faz o papel de 8, enquanto
y(2) o de a, consequentemente dy(1) é a primeira derivada de y(1), enquanto dy(2) €
a primeira derivada de y(2) (que analogo ao que foi visto nas Equacdes (21) e (22), €
a segunda derivada de y(1)).

Ainda nas Figuras 3 e 4, na linha 14 de cada figura esta sendo utilizado o
comando ode(), que se trata de um solucionador de equac¢des diferenciais. Todos os
argumentos implementados com o ode() ja foram descritos anteriormente. Vale
ressaltar que este é o comando que ira invocar o solucionador numerico.

O terceiro e ultimo bloco do cdodigo trata sobre a configuracdo dos parametros
para plotar o gréafico da solucdo da equacéao diferencial. A Figura 6 apresenta estes

parametros:

Figura 6 — Configuracao dos parametros para plotar o grafico com a solucéo

leplot(t,y (L, ), ,2)
17 (s

1("st \quad [s]
y 1('$f(t,\theta)
20|title( g

' r T )

s
$'J’ r )
\frac{d”2 \theta}{dt"~2}) = -\frac(g)}{L} \thetas$'], ,3)

Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).

A funcao plot() se encarrega de receber as configuracdes principais do graficos,
sendo elas as informacgdes sobre os eixos. Para quadricular o fundo do gréfico utiliza-
se a funcéo xgrid(), enquanto para alterar legendas de eixos e titulos séo utilizadas as
trés funcoes finais.

Como exemplo de uso do cédigo apresentado, para os blocos vistos nas

Figuras 3 - 6, a solucdo obtida é apresentada na Figura 7.
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Figura 7 — Grafico plotado para a equacao linearizada

&0 g
Plotando E-"I 4

Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).

MODELO FiSICO

Para conseguir analisar o quéo representativo estdo os modelos matematicos
estudados com a realidade, torna-se necesséario o uso de um protétipo para fazer
estes testes. Entéo foi produzido este modelo fisico com estrutura de madeira, fio de
nylon, um peso de chumbo de 72g e um transferidor para medicdo do angulo de
lancamento (Figura 8).

Figura 8 — Modelo fisico

Fonte: Autores (2019)
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ANALISE DE RESULTADOS
Nesta sessdo serdo discutidos os ensaios realizados para comparar 0S

resultados obtidos pelas simulacfes com o protétipo do péndulo real.

ENSAIO 1: PERIODO COM EQUACAO SIMPLIFICADA

A fim de demonstrar a viabilidade da equacdo linearizada para &angulos
pequenos, foi feito um primeiro ensaio que consiste em comparar os tempos de
periodos encontrados com o prototipo com os tempos provenientes das simulacdes
da equacao linearizada e também da equacédo completa. O teste real com o prot6tipo
foi feito de maneira manual com a utilizacdo de cronémetro, como desta forma nao
era possivel obter um resultado preciso, foi cronometrado 3 vezes o primeiro periodo
de cada angulo e o resultado considerado foi a média destes 3 valores. Ja as
simulacdes foram realizadas através do Scilab modificando o angulo inicial de acordo

com o teste. A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos no primeiro ensaio.

Tabela 1 — Resultados obtidos com o primeiro ensaio.

Angulo Periodo (s)
(Grau) Real Ideal (Eq. Completa) Ideal (Eq. Linearizada)
5° 1,093 1,135 1,135
10° 1,113 1,137 1,135
15° 1,100 1,140 1,135
300 1,147 1,155 1,135

Fonte: Autores (2019)

Observando a Tabela 1, pode-se notar que o periodo encontrado com a
equacao simplificada se mantém o mesmo, e isto relaciona-se com o fato de que nesta
equacao linearizada, o periodo € determinado por uma constante, conforme explicado
no fim da sessao sobre o modelo linearizado. Por conta disso, essa simplificacdo sé
€ valida para angulos pequenos pois, como pode-se observar, até o angulo 15° um
periodo de 1,135s € uma aproximacdo adequada e quanto maior o angulo, maior a
diferenca, e ela se torna imprecisa.

Em relac&o aos valores obtidos com os testes reais, ha uma certa imprecisao

por conta de serem periodos consideravelmente curtos sendo calculados
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manualmente. A mesma imprecisdo volta a ocorrer com angulos maiores por conta

da acgéo da resisténcia do ar.

ENSAIO 2: PERIODO COM EQUACAO COMPLETA

Com o propdsito de analisar a precisdo do modelo com a equacdo completa de
um péndulo real, foi realizado um segundo ensaio que consiste em comparar 0S
tempos de periodo obtidos manualmente com o protétipo real (agora também com
angulos maiores) com os tempos obtidos através da simulac&o no Scilab. O teste com
0 protétipo real foi feito como no primeiro ensaio, tendo 3 medic6es do primeiro
periodo e como resultado final, a média delas. A Tabela 2 apresenta os resultados
obtidos no segundo ensaio. Pode-se verificar que os periodos calculados através da

equacao completa se aproximam daqueles obtidos na realidade.

Tabela 2 - Resultados obtidos com o segundo ensaio.

Angulo Periodo (s)
|Erro|
Grau Real Ideal

15° 1,100 1,140 0,043
300° 1,147 1,150 0,003
450 1,183 1,180 0,003
60° 1,230 1,220 0,010
75° 1,260 1,270 0,010
90° 1,413 1,340 0,073

Fonte: Autores (2019)

Analisando a Tabela 2 pode-se conferir a relagdo de erro citada anteriormente
encontrada nos angulos muito pequenos e nos maiores. Se focar a analise nos
angulos centrais, excluindo os extremos, € possivel notar o quanto a Equacéo
completa (10) é uma boa aproximacédo para o sistema real proposto, tendo erros de
0,003s a 0,01s apenas.

Lembrando que essa aproximacdo é vdlida pois estd sendo analisado o
primeiro periodo de cada movimento, ou seja, ainda sem grande influéncia da

resisténcia do ar, por isso, se faz necessaria a modelagem do sistema amortecido.
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DETERMINAQAO EXPERIMENTAL DO COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO

Conforme explicado na sesséo sobre a forca de amortecimento, partindo da
eguacao completa, pode-se torna-la mais fiel ao comportamento real do péndulo ao
introduzir uma parcela relacionada com o amortecimento causado pela resisténcia
do ar, que atenua a amplitude das oscilacées do péndulo até eventualmente para-lo.
Essa parcela € na verdade a for¢ca de amortecimento que € proporcional a velocidade
de oscilagdo do péndulo e sempre contraria a sua dire¢cédo de oscilagao.

A forma escolhida para determinac¢éo do coeficiente de amortecimento foi por
meio de um experimento utilizando o Tracker, um software livre de analise de video
e modelagem filiado ao projeto Open Source Physics (OSP, 2019). Mais
detalhadamente, ele permite realizar analise de videos quadro a quadro de diversos
tipos de movimento a partir de filmes feitos com cameras comuns ou webcam
(SIRISATHITKUL, et al, 2013).

Foi feita uma filmagem do péndulo oscilando a partir de uma amplitude inicial
definida. O primeiro passo foi fazer o upload do video no software, e em seguida definir
o ponto de massa no qual o Tracker ira acompanhar e gerar o grafico de sua
movimentacao (Figura 9). No nosso sistema, o ponto de massa foi definido como o

peso do péndulo.

Figura 9 — Definicdo do ponto de massa no Tracker.

&) Trajetéria Automatica: massa A posigio X
O massaA

® Pesquisar

Quadro 195; Modelo. Correspondéncia .

Modelo: Taxa de Evolugdo | 20%— Auto Marcacio | 4

Pesquisar: Coordenada X apenas v Olhar a Frente
Alvo: Track | © massaA|v| Pponto posicéo | v |
Quadro 195 (quadro chave): Este quadro chave define 0 modelo

€ alvo mostrados. Clique no bot3o Pesquisar para procurar por
correspondéncia para o modelo

Vocé deve arrastar o alvo. modelo ou drea de pesquisa, para
mover ou redimensionar. Passe o mouse sobre 0s controles
acima para saber mais sobre as configuracdes e ajustes

Ajuda Mostrar Quadro Chave Deletar oo i,
=TT =T ZZ CRa e ferramentas, shift+cligue para remarcar posigdo de destague;

Fonte: Autores (2019)

A proxima etapa foi iniciar o processo de modelagem grafica da movimentacao

e examinar se o software manteve o ponto de massa, definido inicialmente, por toda
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a andlise. O angulo inicial do péndulo foi definido como 12° (0,20944 radianos). Feito
isso, o grafico da movimentacdo do ponto de massa comeca a ser gerado

automaticamente de acordo com o avanco do video (Figura 10).

Figura 10 — Geracao do grafico.

k= Diagrama | © massaA|w a

10 massa A (t, x)

.................

8 10 12 14 16 18 20

218405 w2752 m B

Dados‘ < massaA‘v‘ a

t(s) x(m) ¥ {m)
2137 —ca 10,12 ~ RULLE P

1,40 21.90) 109.7)
1,44 32,0 1077

Fonte: Autores (2019)

A parte util do video que foi utilizada para o teste contou com 133.056 segundos
de gravagcdo com o grafico sendo gerado. Nao ha a necessidade de plotar o grafico
completo do péndulo real pois além de levar um tempo grande, teria 0 mesmo efeito
na determinacdo do coeficiente quando comparado a apenas um trecho. O grafico

resultante formado pelo software pode ser analisado na Figura 11.

Figura 11 — Gréfico gerado pelo Tracker para 133.056 segundos de oscilacéo do péndulo.

10 20 20 40 50 G0 To a0 an 100 110 120 130

Fonte: Tracker 5.0.7 (2019).
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O eixo das abcissas € dado em segundos enquanto o das ordenadas é dado
em uma unidade de deslocamento em metros determinada por uma referéncia no
Tracker, que eventualmente pode ser comparada com a variagao angular do péndulo
em relagcédo ao zero (péndulo parado no centro).

O préximo passo € simular a equacao completa com o Scilab conforme visto
na Figura 5, item b), alterar o valor do coeficiente de amortecimento b e a partir da
resposta grafica utilizar métricas para determinar o quao proxima essa resposta é da

resposta real gerada pelo Tracker. Os testes realizados levaram & escolha de um
coeficiente b =9.45 x 103 rI:’;_Sd' A Figura 12 apresenta o grafico gerado pela simulagéo

do Scilab com o coeficiente de amortecimento determinado experimentalmente e com
a mesma escala de tempo utilizada no teste do Tracker.

Figura 12 — Gréfico gerado pelo Scilab para a equacdo completa junto ao coeficiente de

amortecimento determinado experimentalmente.
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Fonte: Scilab 6.0.2 (2019).

As métricas utilizadas para comparar as duas curvas foram:

e Quantidade de picos positivos obtidos durante o teste e a simulacao;

e Porcentagem da amplitude do ultimo pico em relagéo ao primeiro.

Para a quantidade de picos positivos basta quantificar quantos picos acima do
zero referencial existem na curva gerada pelo Scilab e a do Tracker. Espera-se que
estes valores sejam proximos pois isso indica que o periodo da oscilacao calculado

pela simulacdo se aproxima do real. J& no caso da porcentagem de amortecimento,
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basta verificar para ambas as curvas a porcentagem com que a amplitude do Ultimo
pico representa em relagcdo a do primeiro pico, e ao comparar estas porcentagens, se
os valores forem préximos, isso é um indicativo de que as amplitudes estédo coerentes.

Na Tabela 3, os resultados dessas duas métricas sdo apresentados.

Tabela 3 — Comparacao das duas primeiras métricas adotadas para verificar a coeréncia entre as
curvas obtidas.

Métrica Scilab Tracker
Quantidade de picos 118 118

Percentual de amortecimento em

L 52.15% 53.30%
relacdo ao primeiro pico

Fonte: Autores (2019)

Com base no que foi apresentado na Tabela 3, a equacdo completa com o
coeficiente de amortecimento determinado experimentalmente é uma boa
aproximacéo para o comportamento do protétipo do péndulo desenvolvido. E enfim, a
equacao diferencial resultante é:

d’o (9,8066
etz 0,32

do
)sen(e) — (945 + 1079 — (23)

CONCLUSAO

Através da linearizacdo da equacdo do modelo ideal do péndulo simples,
simplificaram-se 0s meios para encontrar a solucdo desta equacéo diferencial, sendo
resolvida manualmente através das transformadas de Laplace. Juntamente com 0s
ensaios realizados com o prototipo, pode-se concluir que a linearizagdo melhor atende
casos cujos angulos sdo até 15°, levando em consideracdo apenas 0s primeiros
periodos do movimento do péndulo real.

Para melhor descricdo do comportamento do péndulo real, foi desenvolvido um
modelo matematico que leva em conta o amortecimento com o tempo. Posto isto,
através dos resultados descritos pelo software Tracker comparados ao modelo
amortecido plotado pelo Scilab, pode-se inferir a precisdo da modelagem feita para a
aproximacédo da descricdo do comportamento do péndulo real para qualquer angulo

inicial, atingindo-se assim o principal objetivo.
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